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1 はじめに
本稿では,冗長な論理式の簡単化による実閉体上の限量子消去(Quantffier E]imination; \mathrm{Q}\mathrm{E}) ([1] , [5] ) 計算の効率化
について論ずる.
QE の問題点として計算量の大きさが挙げられる. \mathrm{Q}\mathrm{E} の計算量は変数の個数に対して二重指数的であることが知
られており,効率的な \mathrm{Q}\mathrm{E} 計算のための研究が数多く行われている.仮想置換法(Virtual Substituition) [10] に代表さ





しかしながら,論理式の簡単化に関する研究は多くない ([3], [12]). 本研究では C. W Brown, A Strzebońskiにより
提案されている論理式簡単化アルゴリズムWhite‐Box [4] の拡張と実装を行う.
以下,「(論理式) 簡単化」 とは,「論理式に含まれる多項式の個数を減らすこと」 を意味し,簡単化した論理式はも
hirophirop@gmail com








White‐Box は 「原子論理式の論理積」 のみに適用可能としている.そこで,我々はまず,White‐Box を 「任意の論理
式」 へ適用可能となるように拡張した.次に,拡張したアルゴリズムを数式処理システムMaple[11] に実装し,簡単
化の効果を確かめる2種類の実験を行った.1つ目は,QE 計算の前処理として簡単化を行うことにより, \mathrm{Q}\mathrm{E} 計算を
どれだけ効率化できたかを確かめる実験,もう1つはRedlog[7], QEPCAD[9], SyNRAC[8] の3つの QE ツールに
実装されている簡単化関数に対し簡単化の効果を比較する実験である.
以下,第2章では Brown らによるオリジナルの White‐Box の簡単化の考え方を紹介する.第3章では我々による
White‐Box の拡張を示し,第4章では拡張した White‐Box の簡単化実験の結果と考察を示す.
2^{-} White‐Box
本章では,Brown and Strzeboński [4] により提案されている論理式簡単化アルゴリズム White‐Box について記す.
なお,本章では Brown らによる 「オリジナルの」 White‐Box について記し,筆者による拡張については次章で述べる.
2.1 準備
White‐Box の詳細について記す前に,記法,語を定義する.
定義1(原子論理式) 整数係数多項式 p に対し,論理式  $\varphi$(p) が原子論理式であるとは,
 $\varphi$(p)\in { p=0,p\neq 0, p<0,p\leq 0,p>0, p\geq 0 , true, false}
であることをいう.ここで,true, false とはそれぞれ, 0=0, 0\neq 0を表す.ロ
定義1における true, false は,それぞれ 「常に真」 , 「常に偽」 であることを表す論理式である.
定義2(集合 OP) 集合 OP を以下の8つの写像の集合とする.なお各写像は \mathbb{R} を定義域,{true, false)を値域とする.
1. NOOP(x):= false.
2. LTOP(x):= true ifx<0 , else false.
3. LEOP(x):= true if x\leq 0 , else false.
4. GTOP(x):= true if x>0 , else false.
5. GEOP(x):= true if x\geq 0 , else false.
6. EQOP(x):= true ifx=0 , else false.
7. NEOP(x):= true if x\neq 0 , else false.
8. ALOP(x):= true. ロ
例えば,原子論理式 +1>0 はGTOP(x^{2}+1) と表現する.
多項式集合 Q\subset \mathbb{Z} [ x_{1} , . 勘] と写像  $\alpha$ :  Q\rightarrow OP により,以下を満たす任意の点 \mathrm{x} の半代数的集合が定義できる.
\displaystyle \bigwedge_{q\in Q} $\alpha$(q)(q(x)) .
この表現で原子論理式の論理積の表現が可能になる.例えば,




により, x+y<0\wedge x-y\geq 0 が表現できる.
次に, OP の元の演算を以下の通り定義する.
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定義3( O\mathrm{P} の元の演算) OP の二項演算 +, \cdot, \wedge:OP\times OP\rightarrow OP をそれぞれ以下のように定義する.
\bullet ( $\alpha$+ $\beta$)(z):= true if \exists x,y[z=x+y\wedge $\alpha$(x)\wedge $\beta$(V else false.
\bullet ( $\alpha \beta$)(z):= true if \exists x,y[z=xy\wedge $\alpha$(x)\wedge $\beta$(y)] , else false.
\bullet ( $\alpha$\wedge $\beta$)(z):= true if [ $\alpha$(z)\wedge $\beta$(z)], \mathrm{e} ] \mathrm{s}\mathrm{e} false.
また,単項演算 SQ:OP\rightarrow OP を以下のように定義する.
\bullet  SQ( $\alpha$)(z):= true if \exists x[z=x^{2}\wedge a(x)] , else false. 口







定義5 (\mathrm{P}\mathrm{P}(\mathrm{x}_{1}, \ldots, x_{n})) \mathbb{Z}[x_{1}, x_{n}] 上の定数でない原始多項式 *2で,辞書式順序 *3による先頭項係数が正である多項
式からなる集合を PP(x_{1}, \ldots x_{n}) と表す. 口




例1論理式ノー x+1>0\wedge 2x-1<0 を簡単化する.
f ー x+1>0\wedge 2x-1<0
2 1 2x-1\equiv y +2\overline{2}->0\wedge 2x-1<0
\equiv 2x-1<0
 $\phi$ \mathrm{l} := ノー x+1 >0, $\phi$_{2} :=2x-1 <0 とする.上では,  $\phi$ \mathrm{l} を2行目のように変形すると,第3項− \displaystyle \frac{2x-1}{2} は $\phi$_{2} の
仮定の下で常に正と推論できる.第1項と第2項の和 $\rho$_{+}\displaystyle \frac{1}{2} は正であるので, $\phi$_{2} を仮定すれ1ま  $\phi$ \mathrm{l} が常に成り立ち,
$\phi$_{1}\wedge$\phi$_{2}\equiv$\phi$_{2} と簡単化できる ロ
White‐Box による簡単化の対象は 「原子論理式の論理積」 であり,その簡単化の核となっているのは,1つの原子論





Algorithm 2に示す.PolynomialSign では,Algorithm 1に示す単項式の符号を推論するアルゴリズム,MonomiaiSign
を用いる.
第二の推論は,与えられた2つの多項式 p, q に対し, q の符号を仮定して, p の符号を推論するアルゴリズム,
DeduceSign であり,Algoriffim 4に示す DeduceSign では,Algorithm 3アルゴリズム,FindInterval を用いる.
*2 整数係数多項式で,係数の最大公約数が1であるものを原始多項式と呼ぶ.
*3 辞書式順序の詳細は Cox, Little and OShea [6, 第2章,定義3] 等を参照.以下, X1, x_{n} 及び a, b, \cdots ,  y,z の辞書式順序はそれぞれ
X| >x_{2}> >x_{n}, a>b> >y>z
とする.
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Algorithm 1 MonomialSign [4, Algorithm 2]
Input: M=x_{1}^{e\mathrm{l}}\ldots x_{n}^{e,\prime} :変数のベキ積,  $\alpha$ \mathrm{l} , . . ., $\alpha$_{n}\in OP
Output: \dot{ $\beta$}\in OP s.t. $\alpha$_{1}(x_{1})\wedge \wedge$\alpha$_{n}(x_{n})\Rightarrow $\beta$(M)
1:  $\beta$\leftarrow GTOP
2: for 1\leq i\leq n do
3: if e_{i} : even then  $\beta$\leftarrow SQ($\alpha$_{i})\cdot $\beta$ else  $\beta$\leftarrow$\alpha$_{i}\cdot $\beta$ end if
4: end for
5: return  $\beta$
Algorithm 2 PolynomialSign [4, Algorithm3]
Input:  p= aiMi +\cdots+a_{k}M_{k}\in \mathbb{Z}[x\mathrm{i}, \cdots, x_{n}] (M_{i} は変数 x_{1}, \ldots, x_{n} 上のべキ積),  $\alpha$ \mathrm{l} , . . ., $\alpha$_{n}\in OP
Output:  $\beta$\in OP s.t. $\alpha$_{1}(x_{1})\wedge\cdots\wedge$\alpha$_{n}(x_{n})\Rightarrow $\beta$(p)
1:  $\beta$\leftarrow EQOP
2: for 1\leq i\leq k do
3:  $\beta$\leftarrow sgn(a_{i})\mathrm{M}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}(M_{i}; $\alpha$ \mathrm{l}, \ldots , $\alpha$_{n})+ $\beta$
 4 : end for
5: return  $\beta$
例2例1において,  p=y^{2}-x+1, q=2x-1,  $\alpha$(x)=ALOP ,  $\alpha$( $\nu$)=ALOP ,  $\beta$=LTOP としDeduceSign を適用す
る.すなわち, 2x-1 <0 を仮定して y^{2}-x+1 の符号を推論する.
1. FindIntervals より [\displaystyle \mathrm{i}=\{\frac{1}{2}\},  I_{2}=\emptyset , strict = true が計算できる.(すなわち p+\displaystyle \frac{1}{2}q>0 であることがわかる.)
2.  $\beta$= LTOP と I\mathrm{l}\cap \mathbb{R}_{\aleph} \neq\emptyset から,DeduceSign の3, 4行目が実行され,  $\gamma$= GTOP が計算できる.





るアルゴリズムが DeduceAllSigns であり,A]gorithm 6に示す.
2.3 White‐Box
本節ではこれまで紹介した部分アルゴリズムを用いて,Brown らが提案する White -\grave{\mathrm{B}}ox をAlgorithm 7に示す.な
お,White‐Box の入出力である原始多項式の有限集合 P\subseteq PP(x_{1}, \ldots, \mathrm{x}_{n}) と,写像  $\sigma$:P\rightarrow OP は 「原子論理式の論理




3. 手順2で新たな情報が推論された場合,再度手順2を実行 (11, 16行)





\displaystyle \frac{\mathrm{A}1\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{m}3 $\Gamma$ \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}..1\mathrm{s}[4,\mathrm{A}[\mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{m}4]}{\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{p}\mathrm{u}\mathrm{t}:p=a_{1}M_{1}++a_{k}M_{k},q=b_{1}M_{1}+\cdots+b_{k}M_{k}\in \mathbb{Z}[x_{1},\ldots,x_{n}],$\alpha$_{1},\ldots,$\alpha$_{n}\in OP}
Output: I_{\mathrm{i}}, I_{2} : \mathbb{R} 上の閉区間,strict \in {true, false}s.t.
$\alpha$_{1}(\mathrm{x}_{1})\wedge \wedge$\alpha$_{n}(x_{n})\Rightarrow\forall t\in J_{1}[p+tq\geq 0]\wedge\forall t\in I_{2}[p+iq\leq 0],
かつ,strict = true ならば
$\alpha$_{1}(x_{1})\wedge \wedge$\alpha$_{n}(x_{n})\Rightarrow\forall t\in \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}(I_{1})[p+tq>0]\wedge\forall t\in \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}(I_{2})[p+tq<0]
も成り立つ.但し,int(Il), int(I_{2}) はそれぞれ I_{1} , I_{2} の内部である.
1: I_{1}\leftarrow \mathbb{R}, I_{2}\leftarrow \mathrm{I}\mathrm{R} , strict \leftarrow false
2: for  1\leq i 〈 k do
3: s\leftarrow \mathrm{M}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}(M_{i};$\alpha$_{1}, \ldots,$\alpha$_{n})
4: if s=NOOP then  I_{1}\leftarrow\emptyset end if
5: if  s=LEOP\vee s=LTOP then
6: if s\cdot=LTOP then strict \leftarrow true end if
7: if  b_{i}=0\wedge a_{i}<0 then  J_{2}\leftarrow\emptyset
8: else if  b_{i}=0\wedge a_{j}>0 then  I_{1}\leftarrow\emptyset
9: else if  b_{i}<0 then I_{1} \leftarrow I_{1}\cap[-a\lrcorner b, , \infty),  I_{2}\leftarrow J_{2}\cap(-\infty, -ab\lrcorner ]
10: else if  b_{i}>0 then I_{1} \leftarrow I_{1}\cap(-\infty, -a\lrcorner b,], I_{2}\leftarrow I_{2}\cap[-a\lrcorner b, ' \infty)
11: end if
12: else if s=GEOP\vee s=GTOP then
13: if s=GTOP then strict \leftarrow true end if
14: if  b_{i}=0 $\Lambda$ a_{\mathrm{i}}<0 then J_{1} \leftarrow\emptyset
15: else if  b_{j}=0\wedge a_{i}>0 then  I_{2}\leftarrow\emptyset
16: eIse if  b_{i}<\cdot 0 then I_{1}\displaystyle \leftarrow I_{1}\cap(-\infty,-\frac{a_{j}}{b\wedge}], I_{2}\leftarrow I_{2}\cap[-\frac{a_{j}}{b_{j}}, \infty)
17: else if b_{i}>0 then I_{1} \leftarrow I_{1}\cap[-a\lrcorner b_{j} , \infty),  I_{2}\leftarrow I_{2}\cap(-\infty, -a\lrcorner b_{0} ]
18: end if
19: else if s=NEOP\vee s=ALOP then
20: if b_{i}=0\wedge a_{i}\neq 0 then I_{1} \leftarrow\emptyset,  I_{2}\leftarrow\emptyset , else  I_{1}\displaystyle \leftarrow J_{1}\cap 1-\frac{a,}{b}\mathrm{I}, J_{2}\displaystyle \leftarrow I_{2}\cap\{-\frac{a_{j}}{b,} I end if
21: end if
22: end for
23: return I_{1} , I_{2} , strict
1. \prime p が可約多項式 q の因子かつ , q\neq 0 ならば p\neq 0 は推論できる.
2. p の符号が PolynomialSign により推論できる.




White‐Box は 「原子論理式の論理積」 のみに適用可能であった.以下では,White‐Box を任意の論理式に適用でき
るよう拡張するために構成した3つのアルゴリズムを示す.また,以下に提案するアルゴリズムと区別するため,オリ
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\displaystyle \frac{}{}\frac{\backslash }{1\mathrm{n}\mathrm{p}\mathrm{u}\mathrm{t}:p=a_{1}M_{1}+\cdots+a_{k}M_{k},q=b_{1}M_{1}+\cdots+b_{k}M_{k}\in \mathbb{Z}[x_{1},\ldots,x_{n}],$\alpha$_{1},\ldots,$\alpha$_{n}, $\beta$\in OP\mathrm{A}1\mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{m}4\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}[4,\mathrm{A}1\mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{m}5]}
Output:  $\gamma$\in OP s.t. $\alpha$_{1}(x_{1})\wedge\cdots\wedge$\alpha$_{n}(x_{n}) $\Lambda \beta$(q)\Rightarrow $\gamma$(p)
1:  $\gamma$\leftarrow ALOP, (I_{1} , I_{2} , strict) \leftarrow $\Gamma$ \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{s}(p;q;$\alpha$_{1}, \ldots , $\alpha$_{n})
2: if  $\beta$=LTOP then
3:. if I_{1}\cap \mathbb{R}_{*} \neq 0 then  $\gamma$\leftarrow GTOP else \mathrm{i}\mathrm{f}0\in J_{1} then  $\gamma$\leftarrow GEOP end if
4: if  I_{2}\cap\ovalbox{\tt\small REJECT}\neq\emptyset then  $\gamma$\leftarrow $\gamma$\wedge LTOP else if 0\in J_{2} then  $\gamma$\leftarrow $\gamma$\wedge LEOP end if
5: else if  $\beta$=LEOP then
6: if strict and int (I_{1})\cap \mathbb{R}_{+}\neq\emptyset then  $\gamma$\leftarrow GTOP else \mathrm{f}\mathrm{f}I_{1}\cap(\mathrm{K}\cup\{0\})\neq\emptyset then  $\gamma$\leftarrow GEOP end if
7: if strict and int(I_{2})\cap \mathbb{R}_{-}\neq 0 then  $\gamma$\leftarrow $\gamma$\wedge LTOP else if  I_{2}\cap(\mathbb{R}-\cup\{0\})\neq\emptyset then  $\gamma$\leftarrow $\gamma$\wedge LEOP end if
8: else if  $\beta$=GTOP then
9: if J_{1}\cap \mathbb{R}- \neq\emptyset then  $\gamma$\leftarrow GTOP else \dot{\mathrm{t}}\mathrm{f}0\in I_{1} then  $\gamma$\leftarrow GEOP end if
10: \mathrm{i}\mathrm{f}I_{2}\cap \mathrm{K}\neq\emptyset then  $\gamma$\leftarrow $\gamma$\wedge LTOP else \mathrm{i}\mathrm{f}0\in I_{2} then  $\gamma$\leftarrow $\gamma$\wedge LEOP end if
11: else if  $\beta$=GEOP then
12: if strict and int(I_{1})\cap \mathbb{R}-\neq\emptyset then  $\gamma$\leftarrow GTOP else if 1_{1}\cap(\mathbb{R}_{\sim} \cup\{0\})\neq 0 then  $\gamma$\leftarrow GEOP end if
13: if strict and int(I_{2})\cap \mathbb{R}_{+}\neq 0 then  $\gamma$\leftarrow $\gamma$\wedge LTOP else if I_{2}\cap(\mathbb{R}_{+}\cup\{0\})\neq \mathrm{e} then  $\gamma$\leftarrow $\gamma$\wedge LEOP end if
14: else if  $\beta$=EQOP then
1\mathrm{S} : if strict and int(I_{1})\neq\emptyset then  $\gamma$\leftarrow GTOP else if  I_{1}\neq\emptyset then  $\gamma$\leftarrow GEOP end if
16: if strict and int(J_{2})\neq\emptyset then  $\gamma$\leftarrow $\gamma$\wedge LTOP else if  I_{2}\neq\emptyset then  $\gamma$\leftarrow \mathrm{y}\wedge LEOP end if
17: end if
18: return  $\gamma$
\displaystyle \frac{\mathrm{A}1\mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{m}5\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{A}\mathrm{l}1[4,\mathrm{A}1\mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{m}6]}{\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{p}\mathrm{u}\mathrm{t}:p=a_{1}M_{1}+\cdots+a_{k}M_{k},Q\subseteq \mathbb{Z}[x_{1},\ldots,x_{n}],$\alpha$_{1},\ldots,$\alpha$_{n}\in OP, $\beta$:Q\ni q\mapsto$\beta$_{q}\in OP}.
Output:  $\gamma$\in OP s.t. $\alpha$_{1}(x_{1})\wedge \displaystyle \wedge a_{n}(x_{n})\wedge\bigwedge_{q\in Q}$\beta$_{q}(q)\Rightarrow $\gamma$(p)
1:  $\gamma$\leftarrow $\Lambda$ LOP
2: for all q\in Q do
3: \mathrm{i}\mathrm{f}$\beta$_{\mathrm{q}}\neq NEOP\vee$\beta$_{q}\neq ALOP then
4:  $\gamma$\leftarrow $\gamma \Lambda$ \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}(p;q;$\alpha$_{1}, \ldots , $\alpha$_{n};$\beta$_{q})
5: if  $\gamma$=NOOP then return NOOP end if
6: end if
7: end for
8: return  $\gamma$
ジナルの White‐Box (Algorithm 7) を以下ではAndSimplify と呼ぶ.





理積の否定」 と考えて適用すればよい.ある原子論理式 (の論理積) の否定は,別の原子論理式 (の論理和) と同値にな
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\displaystyle \frac{\mathrm{A}1\mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{m}6\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{A}11\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}\mathrm{s}[4,.\mathrm{A}\mathrm{l}\mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{m}7]}{\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{p}\mathrm{u}\mathrm{t}:P,Q\subseteq \mathbb{Z}[x_{1},\ldots,x_{n}],$\alpha$_{1},..,$\alpha$_{n}\in OP, $\beta$:P\ni p\mapsto$\beta$_{p}\in OP, $\gamma$:Q\ni q\mapsto$\gamma$_{q}\in OP}
Output: \overline{ $\alpha$}_{1} , . .. , \overline{ $\alpha$}_{n}\in OP, \overline{ $\beta$}:P\ni p\mapsto\overline{ $\beta$}_{p}\in OP, unsat \in {true, false}
s.t. if unsat = ffue,  F\Leftrightarrow false , else  F\displaystyle \Leftrightarrow\overline{ $\alpha$}_{1}(x_{1})\wedge\cdots\wedge\overline{ $\alpha$}_{n}(x_{n})\wedge\bigwedge_{p\in P}\overline{ $\beta$}_{p}(p)\wedge\bigwedge_{q\in Q} $\gamma$_{q}(q)
(F:=$\alpha$_{1}(x_{1})\displaystyle \wedge A a_{n}(x_{n})\wedge\bigwedge_{p\in P}$\beta$_{p}(p)\wedge\bigwedge_{q\in Q} $\gamma$_{q}(q))
1: unsat \leftarrow false,  R\leftarrow P\cup Q . for 1\leq i\leq n do \overline{ $\alpha$}_{i}\leftarrow$\alpha$_{i} end for. for all p\in P\mathrm{B}\mathrm{o}\overline{ $\beta$}_{p}\leftarrow$\beta$_{p} end for.
2: for all r\in R do
3: if r\in P then $\delta$_{r}\leftarrow$\beta$_{r} else $\delta$_{r}\leftarrow$\gamma$_{r} end if
4: end for
5: for all 1\leq i\leq n do
6: \overline{ $\alpha$}_{i}\leftarrow\overline{ $\alpha$}_{i} $\Lambda$ DeduceAll (\mathrm{x}_{\mathrm{i}}; R;\overline{ $\alpha$}_{1}, \ldots,\overline{ $\alpha$}_{n}; $\delta$)
7: if \overline{ $\alpha$}_{i}=NOOP then unsat \leftarrow true end if
8: end for
9: for all  p\in P do
10: \overline{R}\leftarrow R\backslash \{p\}, \overline{ $\delta$}\leftarrow $\delta$|\overline{R} , \overline{ $\beta$}_{p}\leftarrow\overline{ $\beta$}_{p} $\Lambda$ \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{A}\mathrm{l}\mathrm{l}(p;\overline{R};\overline{ $\alpha$}_{1}, , \overline{ $\alpha$}_{n}; $\delta$)
Il: \mathrm{i}\mathrm{f}\overline{ $\beta$}_{p}=NOOP then unsat \leftarrow true end if
12: end for
13: return \overline{ $\alpha$}_{1} , , \mathrm{b}1_{n},\overline{ $\beta$}, unsat
るので,次式の要領でAndSimplifyを適用することが出来る.
Input =  p\in P^{ $\varphi$(p)}\vee
\displaystyle \Leftrightarrow\neg(\bigwedge_{p\in P}\neg $\varphi$(p)) (1)\displaystyle \Leftrightarrow\neg(\bigwedge_{p $\epsilon$ P}\neg $\psi$(p)) (但し, \displaystyle \bigwedge_{p\in P}\neg $\psi$(p) は,AndSimplify (\displaystyle \bigwedge_{p\in P}\neg $\varphi$(p)) の出力論理式を表す)
\Leftrightarrow\vee $\psi$(p)= Output.
p\in P
以上の拡張を OrSimplify と呼ぶ OrSimplify を明記するために OP の元の否定をとる単項演算を定義する.
定義7(OP の否定) 単項演算 NEG : OP \rightarrow  OP を NEG(op)(x) := true if \neg(op(x)) , else false と定義する.但し,
op\in OP とする ロ
OrSimplify をAlgoriffim 8に示す.なお,OrSimplify の入出力である原始多項式の有限集合 P\subseteq PP(x_{1}, \ldots, x_{n}) と,
写像  $\sigma$ :  P\rightarrow OP は 「原子論理式の論理和」 $\sigma$_{p}(p) を表す.ここで,unsat の値は AndSimplify からそのまま引
き継いでいることに注意する.unsat = true の場合,AndSimplify では論理式全体が false であるので,その否定をとる
OrSimplify では論理式全体が true となる.
例3論理式  $\psi$\equivノー  x+1\leq 0\vee 2x-1\geq 0 をOrSimplify により簡単化する.
式変形 (1) の各行に対応するように簡単化の詳細を示すと,




となり,原子論理式の論理和  $\psi$ が簡単化された. 口
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Algorithm 7 White‐Box (AndSimplify) [4, Algorithm 8]
Input: 有限集合  P\subseteq PP(x_{1}, \ldots,x_{n}) ,  $\sigma$:P\ni p\mapsto$\sigma$_{p}\in OP
Output: 有限集合 Q\subseteq PP(x\mathrm{i}, \ldots, x_{n}) ,  $\tau$ :  Q\ni q\mapsto$\tau$_{q}\in OP , unsat \in {true, false}
s.t. if unsat = ffue, \displaystyle \bigwedge_{p\in P}$\sigma$_{p}(p)\Leftrightarrow false, else \displaystyle \bigwedge_{p\in P}$\sigma$_{p}(p)\Leftrightarrow\bigwedge_{q\in Q}$\tau$_{q}(q)
1: Q\leftarrow P ,  $\tau$\leftarrow $\sigma$ , unsat \leftarrow false,  P_{1}\leftarrow P の元の既約因子すべての集合 , P_{2}\leftarrow P_{1}\backslash [x_{1} , . x_{n} }, P_{3}\leftarrow P\backslash P_{1}
2 : for 1\leq i\leq n do
3: if x_{j}\in P then $\alpha$_{i}\leftarrow.$\sigma$_{x_{i}} else a_{i}\leftarrow ALOP end if
4: end for
5: for \mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{E} p\in P_{2} do
6: if p\in P then $\beta$_{p}\leftarrow$\sigma$_{p} else $\beta$_{p}\leftarrow ALOP end if
7:  $\beta$_{p}\leftarrow$\beta$_{p} $\Lambda$PolynomialSign(p;  $\alpha$_{1} , , $\alpha$_{n} )
8: \mathrm{i}\mathrm{f}$\beta$_{p}=NOOP then unsat \leftarrow true, return  Q,  $\tau$, unsat end if
9: end for
10: for all  p\in P_{3} do $\gamma$_{p}\leftarrow$\sigma$_{p} end for
11: repeat
12: changed \leftarrow false
13: (\overline{ $\alpha$}_{1}, , \overline{ $\alpha$}_{n}),\overline{ $\beta$}, unsat \leftarrow \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{A}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}\mathrm{s}(P_{2};P3; $\alpha$ \mathrm{l}, \ldots , $\alpha$_{n}; $\beta$; $\gamma$)
14: if unsat = true then return Q,  $\tau$, unsat end if
15: if (\overline{ $\alpha$}_{1}, \ldots,\overline{ $\alpha$}_{n})\neq( $\alpha$ \mathrm{l}, \ldots , $\alpha$_{n})\vee\overline{ $\beta$}\neq $\beta$ then ( $\alpha$ \mathrm{l}, \ldots , $\alpha$_{n})\leftarrow(\overline{ $\alpha$}\mathrm{l}, \ldots , \overline{ $\alpha$}_{n}), $\beta$\leftarrow\overline{ $\beta$} , changed \leftarrow true end if
16: until changed = false
17: for all p\in P_{2} do
18: \mathrm{i}\mathrm{f}$\beta$_{p}=NEOP\wedge p が q\in P_{3} の因子 \wedge$\gamma$_{q}\in {LTOP, GTOP, NEOP} then $\beta$_{p}\leftarrow A\mathrm{L}OP end if
\mathrm{J}9 : \mathrm{i}\mathrm{f}$\beta$_{p}\neq ALOP\wedge$\beta$_{p}=\mathrm{P}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{y}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}(p;$\alpha$_{1}, \ldots , $\alpha$_{n}) then $\beta$_{p}\leftarrow ALOP end if
20: \mathrm{i}\mathrm{f}$\beta$_{p}\neq ALOP then
21:  R\leftarrow(P_{2}\backslash \{p\})\cup P_{3},  $\rho$\leftarrow( $\beta$|P_{2}\backslash \{p\})\cup $\gamma$
22: \mathrm{i}\mathrm{f}$\beta$_{p}= DeduceAll (p;R;$\alpha$_{1}, \ldots , $\alpha$_{n}; $\rho$) then $\beta$_{p}\leftarrow ALOP end if
23: end if
24: end for
25: for all p\in P_{3} do
26: if $\gamma$_{p}\neq ALOP\wedge $\gamma$_{p}=\mathrm{P}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{y}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}(p;$\alpha$_{1}, \ldots, a_{n}) then $\gamma$_{p}\leftarrow ALOP end if
27: \mathrm{i}\mathrm{f}$\gamma$_{p}\neq ALOP then
28: R\leftarrow P_{2}\cup(P_{3}\backslash \{p)) ,  $\rho$\leftarrow $\beta$\cup( $\gamma$|P_{3}\backslash \{p\})
29: if $\gamma$_{p}=\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{A}\mathrm{l}\mathrm{l}(p;R;$\alpha$_{1}, \ldots , $\alpha$_{n}; $\rho$) then $\gamma$_{p}\leftarrow ALOP end if
30: end if
31: end for
32: Q_{1}\leftarrow\{x_{i}|\mathrm{a}_{i}\neq ALOP\}, Q_{2}\leftarrow\{p\in P_{2}|$\beta$_{p}\neq ALOP\}, Q_{3}\leftarrow\{p\in P_{3}|$\gamma$_{p}\neq $\Lambda$ LOP\}Q\leftarrow Q_{1}\cup Q_{2}\cup Q_{3}
33 : for all x_{i}\in Q_{1} do $\tau$_{x_{i}}\leftarrow$\alpha$_{i} end for
34: for all p\in Q_{2} do $\tau$_{p}\leftarrow$\beta$_{p} end for
35: for all p\in Q_{3} do $\tau$_{p}\leftarrow$\gamma$_{p} end for
36: return Q,  $\tau$, unsat
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Algorithm 8 OrSimplify
Input: 有限集合  P\subseteq PP(x_{1}, \ldots,x_{n}) ,  $\sigma$:P\ni p\mapsto$\sigma$_{p}\in OP
Output: 有限集合 Q\subseteq PP(x], \ldots,x_{n}) ,  $\tau$:Q\ni q\mapsto$\tau$_{q}\in OP , unsat \in { true, false}
s.t. if unsat = true, $\sigma$_{p}(p)\Leftrightarrow txue, else $\sigma$_{p}(p)\Leftrightarrow$\tau$_{q}(q)
1: for all p\in P do \overline{ $\sigma$}_{p}\leftarrow NEG ($\sigma$_{p} ) end for
2: Q, \overline{ $\tau$}, unsat \leftarrow \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{y}(P;\overline{ $\sigma$})
3: for all q\in Q do $\tau$_{\mathrm{q}}\leftarrow NEG(\overline{ $\tau$}_{q}) end for




.適用する.( p_{i}, q_{j}\in \mathbb{Z}[x\mathrm{i}, \ldots,x_{n}] とし,  $\varphi$(p_{i}),  $\varphi$(q_{j}) をそれぞれ原子論理式とする.)
\displaystyle \bigwedge_{j=1}^{t} $\varphi$(q_{j})\wedge( $\varphi$(p_{1})\vee\cdots\vee $\varphi$(p_{s})) (2)
\Leftrightarrow (( \displaystyle \bigwedge_{j=1}^{t} 妖 q_{j})\wedge \mathrm{d}p_{1} ) )\displaystyle \vee\cdots\vee(\bigwedge_{j=1}^{t} $\varphi$(q_{j})\wedge $\varphi$(p_{s}))) (3)
\Leftrightarrow ( (\displaystyle \bigwedge_{j^{1}=1}^{t} $\varphi$(q_{j})\wedge\dot{ $\varphi$}'(p_{1}))\mathrm{v}\cdots \displaystyle \vee(\bigwedge_{j=1}^{t} 妖 q_{j})\wedge$\varphi$'(p_{s}))) (4)
\displaystyle \Leftrightarrow\bigwedge_{j=1}^{t} $\varphi$(q_{j})\wedge($\varphi$'(p_{1})\vee \vee$\varphi$'(p_{s})) . (5)
与えられた式 (2) に対し,論理和の外の原子論理式の論理積 \displaystyle \bigwedge_{j=\mathfrak{l}}^{p} $\varphi$(qj) を論理和の中の各原子論理式  $\varphi$( $\mu$) に分配
する (式 (3)). 次に式 (3) で書き換えた \displaystyle \bigwedge_{j=1}^{t} $\varphi$(qj)\wedge $\varphi$(p_{i}) に対して Deduc\backslash \mathrm{e}\mathrm{A}1 ] を適用する.原子論理式の論理積
\displaystyle \bigwedge_{j=1}^{t} $\varphi$(qj) を仮定して多項式 p_{i} の符号を推論し,可能ならば簡単化を行う.式(4) における $\psi$'(p_{i}) は  $\psi$(p_{i}) を簡単化
した結果である.最後に, \displaystyle \bigwedge_{\dot{j}=1}^{t} $\varphi$(qj) を論理和の外に戻すことで,論理和の中の各原子論理式  $\varphi$(p_{i}) が簡単化された形
に論理式を変形する (式 (5)).
以上の拡張を OrNestedSimplify と呼び,Algorithm 9に示す.なお,OrNestedSimplify の入出力である原始多項式
の有限集合 P, Q\subseteq PP,(x_{1}, \ldots, x_{n}) と,写像  $\sigma$ :  P\rightarrow OP,  $\tau$ :  Q\rightarrow  OP は 「論理積に論理和が入れ子になった論理式」
\displaystyle \bigwedge_{q\in Q}$\tau$_{q}(q)\wedge$\sigma$_{p}(p) を表し,第1, 2引数君  $\sigma$ が簡単化される入れ子になった論理式を表し,第3, 4引数  Q,  $\tau$ が
仮定とする入れ子の外の論理式を表す.
例4論理式  $\varphi$\equiv 2x-1 <0\wedge $\psi$-x+1\leq 0\vee z+1>0) をOrNestedSimplify により簡単化する.
式(2) から式 (5) の手順に沿って簡単化の詳細を示すと,
 $\varphi$\equiv 2x-1<_{\sim}0\wedge()^{2}\prime-x+1\leq 0\vee z+1>0)
\Leftrightarrow(2x-1<0\wedge y^{2}-x+1\leq 0)\vee(2x-1<0\wedge z+1>0)
\Leftrightarrow (  2x-1<0\wedge false) \vee(2x-1<0\wedge z+1>0)






Input: 有限集合 P\subseteq PP(x_{1}, \ldots,x_{n}) ,  $\sigma$:P\ni p\mapsto$\sigma$_{p}\in OP , 有限集合 Q\subseteq PP(x_{1}, \ldots, \mathrm{x}_{n}) ,
 $\tau$:Q\ni q\mapsto$\tau$_{q}\in OP (F:=\displaystyle \bigwedge_{q\in Q}$\tau$_{q}(_{q})\wedge$\sigma$_{p}(_{p}) とする.)
Output: 有限集合 R\subseteq PP(x_{1}, \ldots,\mathrm{x}_{n}) , \overline{ $\sigma$\cdot} : R\ni r\mapsto\overline{ $\sigma$}_{r}\in OP . unsat \in {true, false}
s.t. if unsat = true,  F\Leftrightarrow false, else  F\displaystyle \Leftrightarrow\bigwedge_{q\in Q}$\tau$_{q}(q)\wedge(R\neq\emptyset\rightarrow \overline{ $\sigma$}_{r}(r))
1: R\leftarrow P, \overline{ $\sigma$}\leftarrow $\sigma$, unsat \leftarrow false
2: for  1 \leq i\leq n do
3: if x_{\dot{I}}\in Q then $\alpha$_{i}\leftarrow$\tau$_{x_{j}} else $\alpha$_{j}\leftarrow ALOP end if
4: end for
5: for all r\in R do
6: forl \leq i\leq n do
7: ifr =x_{i} then \overline{ $\alpha$}_{i}\leftarrow\overline{ $\sigma$}_{r} else \overline{ $\alpha$}_{i}\leftarrow$\alpha$_{i} end if
8: endfor
9: if DeduceAIl (\mathrm{r}; Q;\overline{ $\alpha$}\mathrm{l}, \ldots, \overline{ $\alpha$}_{n}; $\tau$) が \overline{ $\sigma$}_{r} より強い then  R\leftarrow\emptyset , \overline{\mathrm{c}r}\leftarrow\emptyset , return  R, \overline{ $\sigma$}, unsat
10: eEse \overline{ $\sigma$}_{r}\leftarrow\overline{ $\sigma$}_{r}\wedge \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{A}\mathrm{l}\mathrm{l}(r;Q;\overline{ $\alpha$}\mathrm{l}, \ldots , \overline{ $\alpha$}_{n}; $\tau$)
11: end if
12: end for
13: if all \overline{ $\sigma$}_{r}=NOOP then unsat \leftarrow true, return  R, \overline{ $\sigma$}, unsat end if
14: R\leftarrow\{r\in R|\overline{ $\sigma$}_{r}\neq NOOP\}
1\mathrm{S} : return R,\overline{ $\sigma$}, unsat
OrNestedSimplify の長所は,ある原子論理式を簡単化する際,AndSimplify, OrSimp] \mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{y} のみでは仮定できない原
子論理式を仮定できる点である.例4において,仮にAndSimplify と OrSimplifyのみを簡単化アルゴリズムとし
て用いた場合,原子論理式ノー x+1 \leq  0 の簡単化は,同じ論理和に含まれる原子論理式 z+ 1 > 0 を仮定して,
OrSimplify を用いて行う.この場合,ゾー x+1 >0 は簡単化できない.ところが,OrNestedSimplify を導入すると,








\displaystyle \Leftrightarrow\neg(\bigwedge_{ $\phi$\in $\Phi$}\neg\emptyset)
\displaystyle \Leftrightarrow\neg(\bigwedge_{ $\psi$\in $\Psi$}\neg $\psi$) (但し, \displaystyle \bigwedge_{ $\psi$\in $\Psi$}\urcorner $\psi$は,OrNestedSimplify (\displaystyle \bigwedge_{ $\phi$\in $\Phi$}\neg $\phi$) の出力論理式を表す)
\Leftrightarrow $\psi$\in $\Psi$\vee $\psi$= Output.
以下の Algorithm 10に本拡張 AndNestedSimplify を示す.なお,AndNestedSimplify の入出力である原始多項式の
有限集合君 Q\subseteq PP(x_{1}, \ldots, x_{n}) と,写像  $\sigma$ :  P\rightarrow OP,  $\tau$ :  Q\rightarrow  OP は 「論理和に論理積が入れ子になった論理式」
$\tau$_{q}(q)\displaystyle \vee\bigwedge_{p\in P}$\sigma$_{p}(p) を表す.
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AIgorithm 10 AndNestedSimplify
Input: 有限集合 P\subseteq PP(x_{1}, \ldots,x_{n}) ,  $\sigma$:P\ni p\mapsto$\sigma$_{p}\in OP , 有限集合 Q\subseteq PP(x_{1}, \ldots, x_{n}) ,
 $\tau$ :  Q^{\ni}q\mapsto$\tau$_{q}\in OP ( F:=$\tau$_{\mathrm{q}}(q)\displaystyle \vee\bigwedge_{p\in P}$\sigma$_{p}(p) とする.)
Output: 有限集合 R\subseteq PP(x_{1}, \ldots,x_{n}) , \overline{ $\sigma$\cdot} : R\ni r\mapsto\overline{ $\sigma$}_{r}\in OP . unsat \in {true, false}
s.t. if unsat = true,  F\Leftrightarrow true, else  F\displaystyle \Leftrightarrow$\tau$_{q}(q)\vee(R\neq\emptyset\rightarrow\bigwedge_{r\in R}\overline{ $\sigma$}_{r}(r))
1: for all p\in P do \overline{ $\sigma$}_{p}\leftarrow NEG($\sigma$_{p}) end for
2: for all q\in Q do \overline{ $\tau$}_{q}\leftarrow NEG($\tau$_{q}) end for
3: R,\overline{ $\sigma$}, unsat \leftarrow \mathrm{O}.rNestedSimplify (P;\overline{ $\sigma$};Q;3 $\tau$
4: for \mathrm{a}\mathrm{E}1r\in R do \overline{ $\sigma$}_{r}\leftarrow NEG(\overline{ $\sigma$}_{r}) end for
5: return R, \overline{ $\sigma$}, unsat
ここで,unsat の値は OrNestedSimplify からそのまま引き継いでいることに注意する.unsat = true の場合,
OrNestedS implify では論理式全体が false であるので,その否定をとるAndNestedSimplify では論理式全体が true と
なる.
3.4 拡張 White‐Box
オリジナルの White‐Box (AndSimplify) に,3つの拡張アルゴリズム (OrSimplify, OrNestedSimplify, AndNested‐
Simplify) を加え構成した,拡張 White‐Box アルゴリズム (ExtendedWhite‐Box) をAlgorithm 11に示す.
Algoriffim 11では,本章の冒頭でも述べたように,入力とする論理式として,論理和は  $\phi$\vee $\psi$( $\phi$ :原子論
理式,  $\psi$:論理積) の形のみを考え,論理積は \displaystyle \bigwedge_{ $\phi \epsilon \Phi$} $\phi$\wedge\bigwedge_{ $\psi$\in $\Psi$} $\psi$ (  $\phi$ :原子論理式,  $\psi$:論理和) の形のみを考える.そして,原
子論理式  $\phi$ や,論理積 (論理和)  $\psi$ に含まれる原子論理式  $\chi$ の簡単化を行う.論理積 (論理和)  $\psi$ に入れ子になった論理
和(論理積)  $\omega$ に対する簡単化は,A]gorithm 11の再帰的適用 (5, 23行目) により,前もって行われており,Algorithm
11中では  $\omega$' を用いて簡単化結果を表現している.
4 実験
拡張 White‐Box を数式処理システム Maple を用いて実装を行い,その効果を検証するために以下の2つの実験を
行った.
実験1(QE 計算時間の短縮) いくつかの論理式に対しSyNRACによる QE 計算を行い,
\bullet QE 計算の前に拡張White‐Box を施さない場合,および
\bullet QE 計算の前に拡張 White‐Box を施した場合 (拡張 White‐Box + QE)
の2つの計算時間の比較を行う.










Output: F' : 限量子を含まない論理式 s.t. F'\Leftrightarrow F
1: if  F= $\phi$\vee $\psi$ (  $\phi$ :原子論理式,  $\psi$:論理積) then
2: /^{*} 論理積  $\psi$ は  $\psi$=\displaystyle \bigwedge_{ $\chi$\in X} $\chi$\wedge\bigwedge_{ $\omega$\in $\Omega$} $\omega$ ( $\chi$:原子論理式,  $\omega$ :論理和) を満たすもの. */
3: $\Phi$'\leftarrow $\Phi$,  $\Psi$^{j}\leftarrow $\Psi$
4: \mathrm{i}\mathrm{f} $\Psi$\neq\emptyset then
5: , $\psi$'\leftarrow \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{W}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{e}-\mathrm{B}\mathrm{o}\mathrm{x}( $\psi$)
6: /^{*} 論理積  $\psi$ は  $\psi$'=\displaystyle \bigwedge_{$\chi$'\in X'}$\chi$'\wedge\bigwedge_{$\omega$'\in$\Omega$'}$\omega$' (疋: 原子論理式, $\omega$' : 論理和) で  $\psi$'\Leftrightarrow $\psi$ を満たすも
の. */
7: if  $\psi$ :原子論理式 then  $\Phi$'\leftarrow $\Phi$\cup\{ $\psi$  $\Psi$\leftarrow\emptyset end if
8: .end if
9: for all $\psi$'\in$\Psi$' do
10: /^{*} 有限集合 P\subseteq PP(x_{1}, \ldots,x_{n}) と  $\sigma$:P\ni p\mapsto$\sigma$_{p}\in OP は $\sigma$_{p}(p)=$\phi$' を満たすもの. */
11: /^{*} 有限集合 Q\subseteq PP(x_{1}, \ldots, \mathrm{x}_{n}) と  $\tau$:Q\ni q\mapsto$\tau$_{q}\in OP は \displaystyle \bigwedge_{q\in Q}$\tau$_{q}(q)=\bigwedge_{$\chi$'\in X/} を満たすもの. */
12: \overline{Q}, \overline{ $\tau$}, unsat \leftarrow \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{y}(Q; $\tau$;P; $\sigma$)
13: if unsat = true \wedge$\Omega$'=\emptyset then $\psi$'\leftarrow true else $\psi$'\displaystyle \leftarrow\bigwedge_{\mathrm{q}\in\overline{Q}}\overline{ $\tau$}_{q}(q)\wedge\bigwedge_{ $\omega$'\in $\Omega$}, $\omega$' end if
14: end for
15: \overline{P}, \overline{ $\sigma$}, unsat \leftarrow \mathrm{O}\mathrm{r}\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{y}(P; $\sigma$)
16: if unsat = .true then return true end if
17: $\Phi$'\leftarrow\{\overline{ $\sigma$}_{p}(p)|p\in\overline{P},\overline{ $\sigma$}:P\ni p\mapsto\overline{ $\sigma$}_{p}\in OP\}
18:  F'\leftarrow ￠\prime|$\rho$'\mathrm{v}$\psi$'
19: else if  F=\displaystyle \bigwedge_{ $\phi$\in $\Phi$} $\phi$\wedge\bigwedge_{ $\psi$\in $\Psi$} $\psi$ (  $\phi$ :原子論理式,  $\psi$. 論理和) then
20: /^{*} 論理和  $\psi$ は  $\psi$= $\chi$\vee $\omega$ ( $\chi$:原子論理式,  $\omega$ :論理積) を満たすもの. */
21: $\Phi$'\leftarrow $\Phi$,  $\Psi$'\leftarrow $\Psi$
22: \mathrm{i}\mathrm{f} $\Psi$\neq\emptyset then
23: \displaystyle \bigwedge_{ $\psi$\in$\Psi$'}$\psi$'\leftarrow \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{W}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{e}-\mathrm{B}\mathrm{o}\mathrm{x}(\bigwedge_{ $\psi$\in $\Psi$} $\psi$)
24: /^{*} 論理和  $\psi$ は  $\psi$'=\vee$\omega$' ($\chi$' : 原子論理式, $\omega$' : 論理積) で \displaystyle \bigwedge_{$\psi$'\in$\Psi$'}$\psi$'\Leftrightarrow \displaystyle \bigwedge_{ $\psi$\in $\Psi$} $\psi$ を満たすも
の. */
25: if \displaystyle \bigwedge_{$\psi$'\in$\Psi$'} $\psi$ :原子論理式 then  $\Phi$'\displaystyle \leftarrow $\Phi$\cup\{\bigwedge_{$\psi$'\in$\Psi$'}$\psi$'\}, $\Psi$'\leftarrow\emptyset end if
26: end if
27: for all $\psi$'\in$\Psi$' do
28: /* 有限集合 P\subseteq PP(x_{1}, \ldots,x_{n}) と  $\sigma$:P\ni p\mapsto$\sigma$_{p}\in OP は \displaystyle \bigwedge_{p\in P}$\sigma$_{p}(p)=\bigwedge_{($\phi$'\in$\Phi$'}$\phi$' を満たすもの. */
29:30: \displaystyle \frac{/^{*}}{Q},6 $\beta$ \mathrm{E}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\square }^{\mathrm{A}}Q\subseteq PP(x_{1},\ldots,x_{n})\geq $\tau$:Q\ni\overline{ $\tau$},unsat\leftarrow \mathrm{O}\mathrm{r}\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{P}1\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{y}(Q; $\tau$;P;q\mapsto$\tau$_{q} $\sigma$)\in OP は $\tau$_{ $\varphi$}(q)=\mathrm{v}_{t\in X'}/ を満たすもの. */
31: if unsat = ffue \wedge$\Omega$'=\emptyset then $\psi$' \leftarrow false else $\psi$'\leftarrow\overline{ $\tau$}_{q}(q)\vee$\omega$' end if
32: end for
33: \overline{P}, \overline{ $\sigma$}, unsat \leftarrow \mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{y}(P; $\sigma$)
34: if unsat = true then return false end if






CPU: Intel Core i5‐4300U 1. 90\mathrm{G}\mathrm{H}\mathrm{z}
RAM: 8\mathrm{G}\mathrm{B}
OS: Windows 8.1 Pro
仮想化ソフトウエア: VMware Player 7.1.2
\bullet ゲスト OS
RAM:  4\mathrm{G}\mathrm{B}
OS: Linux 3.16.0 SMP
4.1 実験1: QE 計算時間の短縮
今回は207個の論理式を QE の入力として,
\bullet QE 計算の前に拡張 White‐Box を施さない場合の QE 計算時間
\bullet \mathrm{Q}\mathrm{E} 計算の前に拡張 White‐Box を施した場合の (拡張 White -\mathrm{B}\mathrm{o}\mathrm{x}+\mathrm{Q}\mathrm{E}) 計算時間
の2つを比較した.




207個のうち8個の論理式 (付録 \mathrm{A} 参照) に対して, \mathrm{Q}\mathrm{E} 計算の効率化の点で特に効果が見受けられた.この8個の
論理式に対する計算時間を比較した表が以下である.
実験結果を表1に示す.ここに, T_{1}, T_{2} はそれぞれ QE 計算の前に拡張 White‐Box を施さない場合の QE 計算時間
(秒), \mathrm{Q}\mathrm{E} 計算の前に拡張 White‐Box を施した場合の (拡張 White‐Box + QE)計算時間 (秒) を表す.今回は計算時間
に関して2つの比較を行った.一方は計算時間の差,もう一方は計算時間の比である.
計算時間の差 T_{1}-T_{2} を見ると,最も効果があった例,論理式6では2分以上の効率化が実現されている.付録 \mathrm{A} か
ら論理式が拡張 White‐Box を施すことによりどれだけ簡単化されたかも参照することができるが,非常に冗長な論理
式であっても,簡単化後に false という最も単純な形まで簡単化できる例もあり,このような例は拡張 White‐Hox が
得意とする例ということができる.
もともと数秒程度で \mathrm{Q}\mathrm{E} 計算が終わっていた例に関しても計算時間の比乃 /T\mathrm{i} を見ることで効率化の様子を探る
ことができる.計算時間の差のみでは効果を見受けられない例でも,それらの比を見ることで計算時間が半分以下に





拡張 White‐Hox による簡単化結果と他の \mathrm{Q}\mathrm{E} ツール上の簡単化関数との簡単化結果を比較する.論理式 1-8 は拡
張White‐Box により \mathrm{Q}\mathrm{E} 計算時間の効率化が行われた論理式であるので,拡張 White‐Box がある程度得意な形の論
理式であることがわかっている.Redlog, SyNRAC と比較すると,拡張White‐Box はより簡単化できている.しかし
QEPCADと比較すると8つすべての論理式において,QEPCADは拡張White‐Box と同程度,またはより効果的な簡.
単化が行われている.








「原子論理式の論理積」 のみに対して適用可能であったWhite‐Box を 「任意の論理式」 に対して適用可能となるよう
拡張し,計算機実験により,その簡単化効果を検証したところ,一部の例に対して \mathrm{Q}\mathrm{E} 計算の効率化を実現した.さら












\exists x_{1}((x_{2}<0\vee 2F_{1}-2x\}-1\neq 0)\wedge(x_{2}<0\vee 2j_{\mathrm{l}}^{2}+2x_{1}-1\neq 0)\wedge(-x_{1}^{2}-\mathrm{x}_{1} \leq 1\vee-x\mathrm{l} \leq-1)\wedge(-x_{1}^{2}+x_{1}\leq
 1\vee x_{1}^{2}+x_{1}\leq-1)\wedge(2f_{1}-2\mathrm{x}_{1}-1 ;0\vee 2x_{1}^{2}+2x_{1}-1 =0)\wedge-x_{1} <-2\wedge x_{1}<4\wedge-4F_{1}\leq-3\wedge x_{1}^{2}-x_{1}+1\neq
 0\wedge j_{1}^{2}+x $\iota$+1\neq 0\wedge 2x_{1}^{4}-13x_{1}^{2}-1=0)
拡張 White‐Box
\exists x_{1}(0<x_{1}-2\wedge x_{1} <4\wedge 0\leq 4x_{1}^{2}-3\wedge 2x_{1}^{4}-13-1=0\wedge 2x_{1}^{2}-2x_{1}-1=0\wedge(x_{2}<0\vee 2x_{1}^{2}-2x_{1}-1\neq 0))
Redlog
\exists \mathrm{x}\mathrm{i} (x\mathrm{i}-4<0\wedge x\mathrm{i}-2>0\wedge x_{1}^{2}-\mathrm{x}]+1 >0\wedge 4x_{1}^{2}-3\geq 0\wedge 2x_{1}^{4}-13x_{1}^{2}-1=0\wedge(x_{2}<0\vee 2j_{1}^{2}-2x\mathrm{i}-1\neq








\exists x_{2}((-x_{2}^{2}\leq-2\vee i_{2}^{2}i_{1}^{2}-i_{2}^{2}\leq-2)\wedge(-x_{2}x_{1}<2\vee-2x_{2}^{2}i_{1}^{2}+-4x_{2}x\mathrm{l} <4)\wedge(-x_{2}x_{1}<2\mathrm{V}-x_{2}^{4}-8x_{2}^{3}x\mathrm{l}-8j_{2^{X}1}^{22}-8x_{2}^{2}<
-16)\wedge(x_{2}x_{1} <2\vee 2x_{2}^{2}x_{1}^{2}-x_{2}^{2}-4x_{2}x_{1}<-4)\wedge(x_{2}x_{1} <2\vee-x_{2}^{4}+8i_{2}^{3}x_{1}-8x_{2}^{2}x_{1}^{2}-8x_{2}^{2}<-16)\wedge(-6x_{2}^{2}x_{1}^{2}+5x_{2}^{2}\leq
 4\vee 24x_{2}^{4}x_{1}^{4}-32x_{2}^{4}\mathrm{x}_{1}^{2}+9x_{2}^{4}+40x_{1}^{2}-24x_{2}^{2}\leq-16)\wedge(6x_{1}^{2}-5\leq-4\vee-24x_{2}^{4}x_{1}^{4}+32x_{2}^{4}x_{1}^{2}-9x_{2}^{4}-40x_{2}^{2}x_{\mathrm{I}}^{2}+24x_{2}^{2}\leq
 16)\wedge(6x_{2}^{2}-3x_{2}^{2}+4\neq 0\vee 9x_{2}^{8}-48x_{2}^{6}x_{1}^{2}+576x_{2}^{4}x_{1}^{4}-48x_{2}^{6}-384x_{2}^{4}x_{1}^{2}+160x_{2}^{4}+768i_{2}^{2}x_{1}^{2}-256x_{2}^{2}+256 \neq
 0)\wedge(-2x_{2}^{2}x_{1}^{2}+x_{2}^{2}-4x_{2}x\mathrm{i}<4\vee \mathrm{x}_{2}^{4}+8x_{2}^{3}x_{1}+8l_{2}8\not\in<16)\wedge(2i_{2.1^{-}}^{2/-4x_{2}x\mathrm{i}}<-4\vee x_{2}^{4}-8x_{2}^{3}x[+8x_{2}^{2}+8x_{2}^{2}<
16)\wedge(-48x_{2}^{4}x_{1}^{4}+64x_{2}^{4}-19x_{2}^{4}-56x_{\mathrm{I}}^{2}+32x_{2}^{2}\leq 16\vee 96x_{2}^{4}x_{1}^{6}-176x_{2}^{4}x_{1}^{4}+90x_{2}^{4}i_{1}^{2}+208x_{2}^{2}x_{1}^{4}-9x_{2}^{4}-200+24x_{2}^{2}+
96x_{1}^{2}\leq 16)\wedge(24x_{2}^{4}x_{1}^{4}-24x_{2}^{4}x_{1}^{2}+3x_{2}^{4}+40x_{2}^{2}x_{1}^{2}-8+16\neq 0\vee 9x_{2}^{8}-48x_{2}^{6}i_{1}^{2}+576x_{2}^{4}x_{1}^{4}-48x_{2}^{6}-384x_{2}^{4}x_{1}^{2}+160x_{2}^{4}+
768x_{1}^{2}-256x_{2}^{2}+256\neq 0)\wedge(48x_{2}^{4}x_{1}^{4}-64x_{2}^{4}+19x_{2}^{4}+56F_{2}x_{1}^{2}-32x_{2}^{2}\leq-16\vee-96x_{2}^{4}x_{1}^{6}+176x_{2}^{4}x_{1}^{4}-90x_{2}^{4}-
208x_{2}^{2}x_{1}^{4}+9x_{2}^{4}+200x_{2}^{2}x_{1}^{2}-24x_{2}^{2}-96x_{1}^{2}\leq-16)\wedge(-6x_{2}^{2}+3<4\vee-24x_{2}^{4}x_{1}^{4}+24x_{2}^{4}x_{1}^{2}-3x_{2}^{4}-40d+8x_{2}^{2}<
16\vee 9x_{2}^{8}-48x_{2}^{6}+576x_{2}^{4}x_{1}^{4}-48x_{2}^{6}-384x_{2}^{4}x_{1}^{2}+160x_{2}^{4}+768A-256x_{2}^{2}+256\neq 0)\wedge(6x_{1}^{2}-3i_{2}^{2}<-4\vee 24x_{2}^{4}\mathrm{x}_{1}^{4}-
 24x_{2}^{4}x_{1}^{2}+3x_{2}^{4}+40\mathrm{g}x_{1}^{2}-8x_{2}^{2}<-16\vee 9x_{2}^{8}-48x_{2}^{6}x_{1}^{2}+576x_{2}^{4}x_{1}^{4}-48x_{2}^{6}-384_{X_{2}^{4}}j_{ $\iota$}^{2}+160x_{2}^{4}+768x_{2}^{2}x_{1}^{2}-256x_{2}^{2}+256\neq









 0\mathrm{V}24x_{1}^{4}x_{2}^{4}-32x_{1}^{2}x_{2}^{4}+40x_{1}^{2}x_{2}^{2}+9x_{2}^{4}-24A+16\geq 0)\wedge(6_{X_{\mathrm{l}}^{2}}\mathrm{g}-5x_{2}^{2}+4\geq 024x^{4}-32/x_{2}^{4}+40x_{1}^{2}d+9x_{2}^{4}-24\mathrm{g}+16\leq
 0)\wedge(6i_{1}^{2}x_{2}^{2}-3x_{2}^{2}+4 \neq  0\vee 576x_{1}^{4}x_{2}^{4}-48x_{1}^{2}x_{2}^{6}-384x_{1}^{2}x_{2}^{4}+768x_{1}^{2}x_{2}^{2}+9x_{2}^{8}-484+160x_{2}^{4}-256\mathrm{g}+256 \neq
 0)\wedge(6x_{1}^{2}x_{2}^{2}-3x_{2}^{2}+4<0\mathrm{v}24x_{1}^{4}x_{2}^{4}-24x_{1}^{2}x_{2}^{4}+40x_{1}^{2}x_{2}^{2}+3x_{2}^{4}-8x_{2}^{2}+16<0\vee 576\mathrm{x}_{1}^{4}x_{2}^{4_{-}}48x_{1}^{2}x_{2}^{6}-384x_{1}^{2}x_{2}^{4}+
768l_{d+9x_{2}^{8}-48x_{2}^{6}+]60x_{2}^{4}-256+256\neq 0)\wedge(6}\mathrm{l}.
0\vee 576x_{1}^{4}x_{2}^{4}-48x_{1}^{2}x_{2}^{6}-384x_{1}^{2}x_{2}^{4}+768x_{1}^{2}x_{2}^{2}+9x_{2}^{8}-48x_{2}^{6} $\dagger$ 160x_{2}^{4}-256d_{2}+256\neq 0)\wedge(24x_{1}^{4}x_{2}^{4}-24x_{2}^{4}+40x_{1}^{2}+3x_{2}^{4}-
8+16\neq 0\vee 576x_{1}^{4}x_{2}^{4}-48x_{1}^{2}x_{2}^{6}-384i_{1}^{2}x_{2}^{4}+768j_{1^{X}2}^{22}+9x_{2}^{8}-48x_{2}^{6}+160x_{2}^{4}-256x_{2}^{2}+256\neq 0)\wedge(48x_{1}^{4}x_{2}^{4}-64x_{1}^{2}x_{2}^{4}+
56x_{2}^{2}+19x_{2}^{4}-32i_{2}^{2}+16\leq 0\mathrm{V}96x_{1}^{6}x_{2}^{4}-176x_{1}^{4}x_{2}^{4}+208x_{1}^{4}x_{2}^{2}+90x_{1}^{2}x_{2}^{4}-200i_{1}^{2}x_{2}^{2}+96x_{1}^{2}-9x_{2}^{4}+24x_{2}^{2}-16\geq 0)\wedge(48x_{1}^{4}x_{2}^{4}-






 0\vee x_{2}^{2}-24x_{1}^{2}+4\neq 0)\wedge(-6\mathrm{g}x_{1}^{2}+5x_{2}^{2}\leq 4\vee 24x_{2}^{4}x_{1}^{4}-32\mathrm{x}_{2}^{4}x_{1}^{2}+9\mathrm{x}_{2}^{4}+40l_{2^{X_{1}^{2}}}-24\nearrow_{2}\leq-16)\wedge(6x_{2}^{2}x_{1}^{2}-5x_{2}^{2}\leq
-4\vee-24x_{2}^{4}x_{1}^{4}+32x_{2}^{4}x_{1}^{2}-9x_{2}^{4}-40i_{2}^{2}+24x_{2}^{2}\leq 16)\wedge(-2x_{2}^{2}x_{1}^{2}+x_{2}^{2}-4x_{2}x_{1}<4\vee x_{2}^{4}+8x_{2}^{3}x_{1}+8Ax_{1}^{2}+8x_{2}^{2}<




 24x_{2}^{4}-3x_{2}^{4}-40Ax_{1}^{2}+8i_{2}^{2}<16\vee 9_{ $\phi$}-48x_{2}^{6}x_{1}^{2}+576x_{2}^{4}x_{1}^{4}-48x_{2}^{6}-384x_{2}^{4}x_{1}^{2}+160x_{2}^{4}+768x_{2}^{2}l_{1}-256+256\neq
 0)\wedge(6i_{2}^{2}-3i_{2}^{2}<-4\mathrm{v}24x_{2}^{4}x_{1}^{4}-24x_{2}^{4}x_{1}^{2}+3x_{2}^{4}+40-8A<-16\vee 9x_{2}^{8}-48x_{2}^{6}x_{1}^{2}+576\mathrm{x}_{2}^{4}x_{1}^{4}-48x_{2}^{6}-384\mathrm{x}_{2}^{4}d_{1}+
 160x_{2}^{4}+768x_{2}^{2}x_{1}^{2}-256\mathrm{e}+256\neq 0)\wedge(-64512x_{1}^{6}+237x_{2}^{4}+1528+52992x_{1}^{4}-632x_{2}^{2}-24192x_{1}^{2}+1264\neq
 0\mathrm{V}1344x_{2}^{2}x_{1}^{4}+57x_{2}^{4}-1640x_{2}^{2}x_{1}^{2}+768x_{1}^{4}-152x_{2}^{2}+2688j_{1}^{2}+304\neq 0\vee 24x_{2}^{4}x_{1}^{2}+9x_{2}^{4}-296x_{2}^{2}x_{1}^{2}+768x_{1}^{4}-24x_{2}^{2}+256x_{1}^{2}+




\exists x_{1}\exists x_{2}(-\mathrm{x}_{2}<0\wedge x_{1}<-1\wedge x_{1}^{2}+x_{2}^{2}\leq 1\wedge--x_{2}^{2}+x_{1}\leq 0\wedge-x_{1}^{2}-+2x_{1}+2x_{2}\leq 1))
拡張 White‐Box
\exists \mathrm{x}_{1}\exists x_{2}(0<x_{2}\wedge x_{1}<-1\wedge x_{1}^{2}+i_{2}^{2}\leq 1\wedge 0\leq x_{1}^{2}+i_{2}^{2}-2x\mathrm{l}-2x_{2}+1)
Redlog


































\exists x_{4}(-x_{4}<0x_{3}^{2}+x_{4}+x_{1}^{2}+2x_{1}x_{4}\overline{2} \neq 0\wedge Ax_{3}^{4}+2x_{1}x_{2}x_{3}^{3}+l_{2\overline{3}}x_{4}+i_{1}^{2}x_{3}^{2}+4x_{1}x_{2}x_{3}x_{4-}




16x_{2}x_{3}^{5}x_{4}二 8x_{3}^{6}x_{4}-6_{\overline{1}}x_{2}^{2}x_{3}^{2}+12x_{1}^{2}x_{2} $\alpha$|-8\mathrm{x}\mathrm{f}^{\mathrm{x}_{3}^{4}}-4\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{x}_{2}^{3}\mathrm{x}_{3}\mathrm{x}_{4}+12\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{V}_{2}x_{3}^{2}\mathrm{x}_{4}-24\mathrm{x}_{1}\mathrm{x}_{2} $\alpha$|\mathrm{x}_{4}+16\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{x}_{3}^{4}\mathrm{x}_{4_{\backslash }-} x24  $\lambda$4 +4燐場‐











\exists x_{2}((3\mathrm{g}+7x_{1} \neq 0\vee 15x_{2}^{2}-x_{1} \neq 0)\wedge(15x_{2}^{2}-x_{1} \neq 0\vee 33+5x_{1} \neq 0)\wedge(7x_{2}^{2}-16x_{2}-5x_{1} <0\vee-25x_{2}^{2}+
80x_{2}+15x_{1} < 64) $\Lambda$(7x_{2}^{2}-16x_{2}-5x_{1} < 0\vee 15i_{2}^{3}-24x_{2}^{2}-5x_{2}x\mathrm{l}-40x_{1} < 0)\wedge(-5x_{2}^{2}+10x_{2}+3x_{1} <
5\vee-9x_{2}^{6}+9x_{2}^{5}-105x_{2}^{4}x\mathrm{l}+150i_{2}^{3}x[+25x_{2}^{2}x_{1}^{2}+125_{X_{2}X_{\mathrm{l}}^{2}}+25i_{1}^{3} <0)\wedge(5 $\alpha$ ー  10\mathrm{x}_{2}-3x_{1} <-5\vee-198x_{2}^{5}+
225x_{2}^{4}-300i_{2}^{3}\mathrm{x}_{1}+750\mathrm{x}_{1}+250x_{2}x_{1}^{2}+125x_{1}^{2}<0)\wedge(25i_{2}^{2}-80x_{2}-15x_{1}<-64\vee 15x_{2}^{3}-24x_{2}^{2}-5x_{2}x_{1}-40x_{1}<
0)\wedge(-198x_{2}^{5} +225x_{2}^{4}-300x_{2}^{3}x_{1} +750x_{2}^{2}x_{1} +250x_{2}x_{1}^{2}+125x_{1}^{2} < 0\vee-9x_{2}^{6}+9x_{2}^{5}-105x_{2}^{4}x_{1} + 150\mathrm{g}x_{1} +






 3250x_{2}x_{1}^{3}-375x_{1}^{4}-1000x_{1}^{3}<0)\wedge(-33x_{2}^{2}-5x_{1}<0\vee 3F_{2}+7x_{1}<0\vee 15x_{2}^{2}-x_{1}\neq 0) $\Lambda$(-3-7x\mathrm{i}<0\vee 15-x\mathrm{i}\neq
 0\vee 33x_{2}^{2}+5x_{1}<0)\wedge-x_{2}<0\wedge-5A+3x\mathrm{l}<0\wedge-3x_{2}^{2}-5x_{1}<0\wedge x_{2}^{2}-x\mathrm{l}<0\wedge 3x_{2}^{2}-5x\mathrm{i}<0))
拡張 White‐Box
\exists x_{2}(0<x_{2}\wedge 0<5-3x_{1}\wedge \mathrm{g}-x_{1}<0\wedge(7-16x_{2}-5x_{1}<0\vee 0<25\mathrm{g}-80x_{2}-15x\mathrm{l}+64)\wedge(7 $\epsilon$-16x_{2}-5x_{1}<
0\vee 15x_{2}^{3}-24x_{2}^{2}-5x_{2}x_{1}-40x_{1}<.0)\wedge(0<5x_{2}^{2}-10x_{2}-3x_{1}+5\vee 0<9x_{2}^{6}-9x_{2}^{5}+105x_{2}^{4}x_{1}-150x_{2}^{3}x_{1}-25x_{2}^{2}x_{1}^{2}-125x_{2}-
25x_{1}^{3})\wedge(5x_{2}^{2}-10x_{2}-3x_{1}<-5\vee 0<198x_{2}^{5}-225x_{2}^{4}+300x_{2}^{3}x\mathrm{l}-750d_{2}x\mathrm{l}-250x_{2}x_{1}^{2}-125x_{1}^{2}) $\Lambda$(25x_{2}^{2}-80x_{2}-15x_{1}<












10x_{2}-13>0\wedge 3x_{1}-5x_{2}^{2}+10x_{2}-5<0\wedge 15x_{1}-25x_{2}+80x_{2}-64>0\wedge x_{1}->0
SvNRAC













\exists x_{1}(-x_{1}<0\wedge x_{1} \leq 1\wedge d+x_{1} <1\wedge 4j_{2}^{3}+i_{2}^{2}-4x_{2}+x_{1} <1\wedge 16x_{2}^{4}+8i_{2}^{3}-16d_{2}x_{1}-15i_{2}^{2}+16x_{1}^{2}-8x_{2}+x_{1}-1\neq 0)
拡張 White‐Box
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